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Capitolo 1
Introduzione
1.1 La congettura di geometrizzazione
La congettura di geometrizzazione di Thurston afferma che ogni varieta` dif-
ferenziale compatta, connessa, orientabile e irriducibile di dimensione 3 puo`
essere decomposta in modo canonico in sottovarieta` che ammettono una
struttura geometrica, cioe` una metrica riemanniana completa e localmente
omogenea. Essa costituisce l’analogo del teorema di uniformizzazione per
le superfici e renderebbe possibile la classificazione delle varieta` differenziali
compatte di dimensione 3.
Questa congettura ha origine dalla classificazione delle strutture geome-
triche, operata da Thurston sulla base della classificazione delle metriche in
relativita` generale: egli individuo` 8 possibili geometrie, e riconobbe anche la
presenza di vincoli topologici che costituiscono delle ostruzioni per l’esistenza
di una struttura geometrica su una varieta`; tra questi, la presenza di superfici
essenziali di genere 0 e 1.
D’altra parte teoremi classici di topologia in dimensione 3 assicurano
(Kneser) una decomposizione canonica in somma connessa di varieta` irridu-
cibili, cioe` tali che ogni 2-sfera embedded e` bordo di una palla, e di alcune
copie di S1 × S2. Inoltre ogni varieta` irriducibile contiene una famiglia mas-
simale canonica, che puo` essere vuota, di tori incompressibili (Jaco-Shalen,
Johanson). La congettura di geometrizzazione afferma appunto che ciascu-
na componente ottenuta con decomposizioni di questo tipo ammette una
struttura geometrica.
Questa congettura e` stata stata dimostrata per un’ampia classe di varieta`;
un risultato importante e` stato il teorema di iperbolizzazione di Thurston:
egli lo enuncio` nel 1977, mostrando l’architettura completa della dimostra-
zione e fornendo gli argomenti per la dimostrazione dei passaggi cruciali, e
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oggi disponiamo di prove indipendentementi (Otal, Kapovich, 1996) di que-
sto teorema, che da` condizioni topologiche sufficienti per l’esistenza di una
struttura modellata localmente sullo spazio iperbolico 3-dimensionale.
Insieme ai risultati sulle varieta` grafiche, cioe` le varieta` di Seifert (va-
rieta` che ammettono foliazioni in cerchi) e piu` in generale le varieta` che si
ottengono incollando lungo tori di bordo varieta` di Seifert, il teorema di
iperbolizzazione implica la congettura di geometrizzazione per ogni varieta`
irriducibile per cui la decomposizione lungo tori non e` banale.
A tutt’oggi, nel programma di Thurston rimangono aperte due congettu-
re: una riguarda le varieta` potenzialmente iperboliche, cioe` quelle con gruppo
fondamentale infinito e che non contengono sottogruppi isomorfi a Z × Z, e
l’altra le varieta` potenzialmente ellittiche, cioe` quelle con gruppo fondamen-
tale finito. Quest’ultima e` equivalente all’unione della congettura di Poincare´
con la congettura che ogni gruppo finito di omeomorfismi di S3 e` coniugato
ad un gruppo di rotazioni.
1.2 Il flusso di Ricci in dimensione 3
Nel 1982, Hamilton pubblico` il primo articolo sul flusso di Ricci, un’equazione
di evoluzione per la metrica di una varieta` riemanniana che egli propose
come analoga, per le metriche, dell’equazione del calore; nello stesso articolo
dimostro` che, in dimensione 3, se la metrica iniziale ha curvatura di Ricci
positiva allora il limite del flusso di Ricci da` alla varieta` una struttura sferica.
Questa proprieta` del flusso di Ricci di rendere omogenea la metrica su una
varieta` deriva dal carattere parabolico delle equazioni che vi intervengono,
dalle quali segue che sotto determinate ipotesi gli autovalori dell’operatore
di curvatura tendono ad avvicinarsi.
Il problema principale di questo approccio e` la formazione di singolarita`,
ossia la presenza di punti in cui la curvatura diverge. Questo comportamen-
to, che non si presenta se la curvatura e` positiva, costituisce un ostacolo
sostanziale all’estensione dei risultati a varieta` arbitrarie.
D’altra parte, localmente il flusso di Ricci tende a dilatare la metrica nei
punti in cui ha curvatura di Ricci negativa, e a comprimerla se la curvatura di
Ricci e` positiva. Pertanto e` ragionevole pensare che, dopo un certo intervallo
di tempo, il flusso di Ricci abbia operato una distinzione in una parte spessa,
dove il raggio d’iniettivita` e` sufficientemente grande e la curvatura e` negativa,
e una parte fine dove esso tende a zero.
Infatti, nel 1999 Hamilton dimostro` che, se il flusso di Ricci e` non singola-
re, nel caso di varieta` che ammettono una struttura geometrica sferica, piatta
o iperbolica la metrica converge a una metrica omogenea, altrimenti viene
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operata una divisione tra parte spessa e parte fine, tale che le componenti in
cui la metrica non collassa sono iperboliche e i tagli vengono fatti lungo tori
incompressibili.
In questo caso si possono applicare i risultati di Cheeger e Gromov sulle
F -strutture, che affermano che una 3-varieta` dotata di una metrica in cui il
raggio d’iniettivita` e` sufficientemente piccolo e` di tipo grafico e puo` essere
decomposta lungo tori incompressibili in componenti che ammettono una
struttura geometrica.
Basandosi su questo risultato, Perelman sta portando avanti un program-
ma di ricerca che ha lo scopo di risolvere il problema delle singolarita`. At-
traverso uno studio dei modelli locali, riesce ad effettuare chirurgie che, mo-
dificando localmente la metrica nei punti di singolarita`, permettono al flusso
di Ricci di non perdere la regolarita`. Questa operazione, secondo Perel-
man, scompone la varieta` nei suoi fattori irriducibili, e puo` eventualmente
effettuare chirurgie topologicamente banali.
Dal punto di vista del flusso di Ricci con chirurgia, il comportamento
della metrica per un intervallo di tempo infinito e` difficile da controllare: per
affrontare questo problema Perelman e, indipendentemente, Colding e Mini-
cozzi hanno dimostrato che in alcuni casi il flusso termina in un tempo finito.
Anche se questo risultato non risolve la congettura di geometrizzazione, e`
un significativo passo avanti per quanto riguarda le varieta` potenzialmente
ellittiche.
In questa tesi ho analizzato una tecnica che e` stata usata sia da Hamilton,
sia da Perelman; essa prevede l’utilizzo di dischi minimali immersi nella va-
rieta`, che vengono fatti evolvere in modo opportuno mentre la metrica segue
il flusso di Ricci: misurando la variazione dell’area di questi dischi si puo`
stimare il tempo massimo per cui la metrica sulla varieta` e` ben definita.
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Capitolo 2
Notazione
Nel seguito, salvo indicazioni contrarie, (Mn, g) denotera` una varieta` diffe-
renziale di dimensione n con una metrica riemanniana g. Il bordo di M sara`
indicato con ∂M , e B(x, r) indichera` l’insieme dei punti diM aventi distanza
da x minore di r.
Il raggio d’iniettivita` ρp in un punto p e` definito come il piu` piccolo r tale
che la mappa esponenziale ristretta a B(0, r) ⊂ TpM non e` un diffeomorfismo
con l’immagine.
Data una carta coordinata (xi) e un tensore T , r volte covariante e s volte
controvariante, le componenti di T nella carta saranno indicate con T j1...jsi1...ir .
Pertanto gij indicheranno le componenti del tensore metrico e g
ij quelle del
suo inverso. La norma di un tensore e` definita come
‖T‖2g = gi1k1 · · · girkrgj1l1 · · · gjslsT j1...jsi1...ir T l1...lsk1...kr
e la misura indotta da g su M sara` indicata con dµ = µ(x)dx =
√
detgijdx.
Con Γkij si indicheranno i simboli di Christoffel per la connessione di Levi-
Civita ∇ associata a g, e con ∂iT la derivata covariante di T lungo il vettore
∂
∂xi
. Il laplaciano di un tensore T e` definito come la traccia dell’hessiano:
4T = gij∂i∂jT.
Il tensore di curvatura (o di Riemann) associato alla metrica g sara` in-
dicato con Rm(g), e le sue componenti come Rijkl; il tensore di Ricci Rc(g)
e` dato dalla contrazione Rik = g
jlRijkl, mentre la curvatura scalare R(g) e`
la traccia del tensore di Ricci: R = gijRij. Se n = 2, la curvatura scalare e`
detta anche curvatura gaussiana.
Data una sottovarieta` N ⊂M , la seconda forma fondamentale e` la mappa
II : TN × TN → TN⊥ data da
II(X, Y ) = ∇XY −∇NXY
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dove ∇N e` la connessione di Levi-Civita associata alla restrizione della me-
trica g a N . Se II(X, Y ) = 0, N e` detta sottovarieta` totalmente geodetica.
Il vettore di curvatura media e` la traccia della seconda forma fondamentale;
se la curvatura media e` nulla N e` detta superficie minima.
Se N e` orientabile e ha codimensione 1, fissata un’orientazione su N attra-
verso un campo vettoriale ν ortogonale a TN , la seconda forma fondamentale
viene identificata con la forma bilineare simmetrica su TN data dal prodotto
scalare g(II(X, Y ), ν).
Una varieta` compatta con bordo M e` convessa se la seconda forma fon-
damentale del bordo e` diretta verso l’interno di M per ogni coppia di campi
vettoriali su ∂M .
2.1 Alcuni risultati utili
Esistenza e regolarita` dei dischi di area minima
Data una curva chiusa γ in una 3-varieta` riemanniana compatta M (con o
senza bordo), una mappa lipschitziana da D2 = {x ∈ R2| ‖x‖ ≤ 1} in M e`
detta disco di area minima se realizza il minimo dell’area tra tutte le funzioni
lipschitziane da D2 in M che mandano il bordo di D2 in γ.
Se γ e` contrattile in M , un tale disco esiste e la sua immagine e` una
superficie minima, cioe` ha curvatura media nulla. Viceversa, ogni superficie
minima di dimensione 2 in M e` localmente un disco di area minima.
Il teorema seguente, dovuto a Meeks e Yau ([13]), verra` usato nel seguito:
Teorema 2.1 Se M e` una 3-varieta` compatta con bordo ed e` convessa, e γ
e` una curva semplice chiusa embedded in ∂M ed e` omotopicamente banale in
M , allora esiste un disco di area minima che ha γ per bordo, e questo disco
e` embedded.
Seconda forma fondamentale e curvatura gaussiana
Se N ⊂ (M, g) e` una sottovarieta`, indicando con RmM il tensore di Riemann
associato a g e con RmN il tensore di Riemann associato alla restrizione di
g a N , se II e` la seconda forma fondamentale di N , per ogni quattro campi
vettoriali X, Y , Z, W su N vale la formula (detta equazione di Gauss, vedi
[11], Teorema 8.4):
RmM(X,Y, Z,W ) = RmN(X,Y, Z,W )
+ g(II(X,Z), II(Y,W ))− g(II(X,W ), II(Y, Z))
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Se dimM = 3 e dimN = 2, scelto un sistema di coordinate locali
(x1, x2, x3) ortonormale in P ∈ N e tale che TPN =< ∂∂x1 , ∂∂x2 >, e sceglien-
do come orientazione locale su N quella data dal versore ∂
∂x3
, l’equazione di
Gauss implica che
KGauss = R
N = RM1212 + det II (2.1)
In particolare, se N e` una superficie minima, poiche´ la seconda for-
ma fondamentale e` simmetrica allora il determinante e` non positivo, cioe`
KGauss ≤ RM1212.
Derivata dell’area di una famiglia di dischi
Sia Dt = D(t) una famiglia di embedding del disco standard D
2 = B(0, 1) ⊂
R2 in una varieta` differenziale M , e supponiamo che esista una 2-varieta` N
immersa in M tale che D(t) ⊆ N per ogni t, e che D(t) sia funzione C1 del
parametro t.
Sia inoltre gt = g(t) una famiglia di metriche riemanniane su M che
dipende in modo C1 da t, cioe` tale per ogni coppia di campi vettoriali X, Y
su M la funzione s(t) = gt(X, Y ) sia di classe C
1.
Siano infine da(t) la forma d’area indotta dalla restrizione di g(t) a N e
A(t) l’area di Dt secondo da(t). Si indichi poi con ν(t) ∈ T∂DtN il versore
uscente da Dt e ortogonale al bordo e con V (t) ∈ T∂DtN la velocita` del bordo
di Dt.
Lemma 2.2
d
dt
A(t) =
∫
D(t)
∂
∂t
da(t) +
∫
∂D(t)
gt(V (t), ν(t))ds
Dimostrazione: Scrivendo la derivata come limite del rapporto incremen-
tale si ottiene
d
dt
A(t) =
∫
Dt
∂
∂t
da(t) + lim
h→0
1
h
(∫
Dt+h
dat+h −
∫
Dt
dat+h
)
Fissato un intorno U di Dt in N , si scelga una carta coordinata φ : U →
R2 tale che, per s ∈ [t, t + ε], l’immagine del bordo di Ds ammetta una
parametrizzazione γ(s, θ) : [t, t+ ε]× [0, 2pi]→ R2 con γ(t, θ) = (cos θ, sin θ),
e γ(s, θ) appartienga alla semiretta che esce dall’origine e passa per γ(t, θ).
Utilizzando le coordinate polari (ρ, θ) su φ(U), e indicando sempre con
gt l’immagine della metrica di M in φ(U), l’ultimo termine dell’espressione
precedente diventa
lim
h→0
1
h
∫ 2pi
0
∫ |γ(t+h,θ)|
1
ρ
√
det gt+h dρ dθ =
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=∫ 2pi
0
∂
∂t
|γ(t, θ)|
√
det gt dθ =
∫
φ(γ)
∂|γ|
∂t
√
g(t)ρρdst
dove con dst si e` indicato il pull-back, secondo φ
−1, della forma di lunghezza
su ∂Dt indotta da g(t).
Pertanto, osservando che il termine ∂|γ|
∂t
√
g(t)ρρ e` la lunghezza (secondo
gt) della componente della velocita` di γ ortogonale al bordo di Dt, con segno
positivo se diretta all’esterno e segno negativo se diretta all’interno, si ottiene
la tesi. 
Deformazione di un laccio in un toro piatto
Definizione: Si dice toro piatto una varieta` riemanniana compatta connessa
e orientabile di dimensione 2 e genere 1 che supporta una struttura geometrica
piatta.
Lemma 2.3 Data una curva liscia chiusa c omotopicamente non banale e
di lunghezza L su un toro piatto, se i cerchi geodetici minimali omotopi a c
hanno lunghezza W e` possibile deformare c in un cerchio geodetico minimale
attraverso un’area di misura al piu` LW .
Dimostrazione: Esiste un cilindro C di circonferenza W che riveste isome-
tricamente il toro e tale che l’immagine del gruppo fondamentale di C e` il
sottogruppo generato dalla classe di equivalenza di c; il sollevamento di c e`
una curva liscia chiusa c˜ di lunghezza L che genera il gruppo fondamentale
di C.
Inoltre, poiche` c˜ ha lunghezza L, c˜ e` contenuta in un cilindro finito K di
altezza L, e l’omotopia tra c˜ e un cerchio meridiano di C puo` essere scelta in
modo che sia contenuta in K, e dunque occupi un’area minore di LW .
La proiezione di questa omotopia da` la deformazione cercata di c. 
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Capitolo 3
Il flusso di Ricci
3.1 Definizione e prime proprieta`
SiaMn una varieta` differenziale compatta, I ⊆ R un intervallo e gt = g(t) una
famiglia di metriche riemanniane su M di classe C∞ rispetto al parametro
t ∈ I. Siano
V(t) =
∫
M
dµ(gt)
r(t) =
∫
M
R(gt)dµ(gt)
V(t)
il volume di M e la media della curvatura scalare rispetto alla metrica g(t).
Definizione 3.1 g(t) e` detta soluzione del flusso di Ricci su M se per ogni
due campi vettoriali X, Y su M vale
∂
∂t
gt(X, Y ) = −2Rcgt(X, Y ). (3.1)
g(t) e` detta soluzione del flusso di Ricci normalizzato su M se per ogni due
campi vettoriali X, Y su M vale
∂
∂t
gt(X, Y ) = −2Rcgt(X, Y ) +
2
n
r(t)gt(X, Y ). (3.2)
Una soluzione di (3.2) e` tale che il volume di M rispetto alla metrica gt e`
costante nel tempo, mentre per il flusso di Ricci non normalizzato d
dt
V(t) =
−r(t)V(t).
Due soluzioni di queste due equazioni sulla stessa varieta`, che coincidono
in un certo istante, sono collegate da un cambio di scala: se g(t) soddisfa
(3.1) e V(0) = 1, ponendo
ψ(t) = V(t)− 2n
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si verifica che
g˜(s) = g˜(
∫ t
0
ψ(τ)dτ) = ψ(t)g(t)
e` una soluzione di (3.2) in un intorno di s = 0.
Come dimostrato da Hamilton [7] e DeTurck [6], per ogni varieta` com-
patta M e ogni metrica riemanniana g su M esiste un ε > 0 e una soluzione
unica gt del flusso di Ricci su M con t ∈ [0, ε) e g0 = g.
Sempre in [7], Hamilton deriva le equazioni di evoluzione per i tensori di
curvatura Rm(gt), Rc(gt) e R(gt): definito il tensore quattro volte covariante
B dato in coordinate da
Bijkl = g
prgqsRpiqjRqksl
per una soluzione del flusso di Ricci (3.1), sottintendendo la dipendenza dal
tempo e dalla metrica dei tensori e dell’operatore laplaciano, per ogni sistema
di coordinate locali valgono le seguenti equazioni:
∂
∂t
Rijkl = 4Rijkl + 2(Bijkl −Bijlk −Biljk +Bikjl)−
gpq(RpjklRqi +RipklRqj +RijplRqk +RijkpRql)
∂
∂t
Rij = 4Rij + 2gprgqsRpiqjRrs − 2gpqRpiRqj
∂
∂t
R = 4R + 2‖Rc‖2
Nota: valgono un bel po’ di proprieta` che non so se e` il caso di scrivere,
sulla positivita`, sulla convergenza degli autovalori del Ricci, ecc. ecc., soprat-
tutto in dimensione 3. Poi ci sarebbero le stime sulle derivate spaziali dei
tensori, che servono se voglio dare un’idea della prova del risultato seguente.
Vale il seguente teorema:
Teorema 3.2 (Hamilton) Sia Mn una varieta` compatta e g(0) una metri-
ca riemanniana su M . Allora esiste un’unica soluzione del flusso di Ricci
(3.1) definita in un intervallo massimale [0, T ). Se T <∞ allora
lim
t→T
max
M
‖Rm(gt)‖gt =∞
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Capitolo 4
Il flusso di Ricci non singolare
4.1 Introduzione
In [9], Hamilton studia le implicazioni topologiche dell’esistenza di un flusso
di Ricci non singolare su una varieta` di dimensione 3:
Definizione: Una soluzione gt del flusso di Ricci normalizzato (3.2) su una
varieta` M e` detta non singolare se il flusso e` definito per 0 ≤ t < ∞ e se
esiste una costante C < ∞ tale che ‖Rm(gt)‖gt ≤ C in tutti i punti di M e
per ogni t ≥ 0.
Il risultato dimostrato da Hamilton e` che se gt e` una soluzione non singo-
lare del flusso di Ricci normalizzato su una varieta` compatta orientabile M
di dimensione 3 allora si possono presentare cinque casi:
C) Il raggio d’iniettivita` diM tende a 0 uniformemente in tutta la varieta`.
P) gt converge a una metrica su M avente curvatura sezionale costante
positiva.
N) gt converge a una metrica su M avente curvatura sezionale nulla.
H) gt converge a una metrica su M avente curvatura sezionale costante
negativa.
H’) Esiste un t0 tale che per ogni t ≥ t0 esiste una decomposizione
M =M ′(t) ∪
h⋃
i=1
Mi(t)
con le seguenti proprieta`:
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– Per ogni t ≥ t0 e per ogni i, Mi(t) e` una 3-varieta` compatta con
bordo.
– Per ogni t ≥ t0 e per ogni i, il bordo di Mi(t) e` un’unione finita di
superfici di genere 1 incompressibili in M .
– Per ogni i esiste una 3-varieta` iperbolica completa Hi e una fami-
glia monotona crescente Ki(t) di compatti che invadono Hi tale
che per ogni t ≥ t0 Ki(t) e` diffeomorfo a Mi(t).
– gt converge, per t → ∞, a una metrica con curvatura sezionale
negativa costante su ogni Mi(t).
– Il raggio d’iniettivita` di gt in M
′(t) tende a 0.
La distinzione dei primi quattro casi e` operata in base a due fattori:
• Detto ρˇ(t) l’estremi superiore, al variare di P ∈M , del raggio di inietti-
vita` di g(t) nel punto P , se limt→∞ ρˇ(t) = 0 allora si dice che la metrica
gt collassa e siamo nel caso C.
• Se la metrica non collassa, sia Rˇ(t) il minimo della curvatura scalare di
M rispetto alla metrica g(t): a seconda che il suo limite sia positivo,
nullo o negativo ci si trovera` nel caso P, N e H rispettivamente.
Se la metrica collassa per t→∞, si puo` applicare il teorema di Cheeger-
Gromov (vedi [3] e [4]) grazie all’ipotesi di nonsingolarita` della metrica. Si
deduce che M ammette una F -struttura ed e` quindi una varieta` grafica, cioe`
e` decomponibile in sottovarieta` fibrate su cerchi che si incollano lungo tori
incompressibili. Segue che la congettura di geometrizzazione e` vera per M .
4.2 Limiti non collassanti
Se la metrica non collassa si puo` applicare un teorema di compattezza dimo-
strato da Hamilton in [8]:
Definizione 4.1 Fissato un δ positivo minore di limt→∞ ρˇ(t) e una succes-
sione di terne (tj, Pj, qj) tali che
• tj →∞
• Pj ∈M e` tale che il raggio di iniettivita` di g(tj) in Pj e` almeno δ
• qj e` un riferimento locale in Pj ortonormale rispetto a g(tj)
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si dice che una quaterna (M¯, g¯t, P¯ , q¯) e` un limite completo non collassante del
flusso di Ricci sulla varieta`M se (M¯, g¯t) e` una varieta` riemanniana completa
ed esiste una sequenza di intorni aperti Uj di P¯ in M¯ e di diffeomorfismi locali
Fj da Uj in M tali che:
• Fj(P¯ ) = Pj
• Fj∗(q¯) = qj
• Ogni compatto di M¯ e` contenuto definitivamente in tutti gli Uj
• Esiste un ε > 0 tale che per ogni τ ∈ [0, ε), F ∗j (g(tj + τ)) converge a g¯τ
uniformemente su ogni compatto di M¯ con tutte le sue derivate
Teorema 4.2 (Cfr. 1.2 in [8]) Data una successione (tj, Pj, qj) come in
4.1, se le curvature sezionali di M sono uniformemente limitate da una co-
stante C, allora esiste una sottosuccessione che converge a un limite completo
non collassante (M¯, g¯t, P¯ , q¯); inoltre le curvature sezionali di M¯ sono limitate
da C e il raggio d’iniettivita` di g¯ in P¯ e` almeno δ.
Se M¯ e` un limite completo non collassante vale il seguente teorema ([9],
paragrafi 4, 5, 6 e 7):
Teorema 4.3 Sia M¯ un limite completo non collassante del flusso di Ricci
su M . Se limt→∞ Rˇ(t) ≥ 0 allora le curvature sezionali di M¯ sono non
negative. Se limt→∞ Rˇ(t) < 0 allora le curvature sezionali di M¯ sono costanti
e uguali tra loro.
Se il limite di Rˇ(t) e` non negativo, osservando che il volume di M¯ e`
maggiorato dal volume di M , e quindi e` finito, dalla non negativita` della
curvatura di M¯ segue che M¯ e` compatta.
Pertanto, definitivamente le mappe Fj devono essere dei diffeomorfismi di
M¯ in M , quindi la metrica g(t) su M converge uniformemente a una metrica
con curvature sezionali non negative. Dai risultati precedenti di Hamilton sul
flusso di Ricci sulle varieta` a curvatura positiva segue che g(t) deve convergere
a una metrica con curvature sezionali costanti.
Se invece il limite di Rˇ(t) e` negativo, riscalando la metrica su M si puo`
fare in modo che esso sia uguale a−6, e quindi le curvature sezionali del limite
siano −1. Pertanto M¯ e` una varieta` iperbolica completa con la metrica g¯,
che non dipende dal tempo.
Sia ora, fra tutti i limiti completi non collassanti, H quello con il numero
minimo di cuspidi, e sia B un numero positivo piu` piccolo di ε20, dove ε0 e` la
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costante di Margulis per la dimensione 3: allora sia HB la varieta` compatta
con bordo ottenuta troncando le cuspidi di H lungo tori di area B.
Per il teorema 9.4 di [9], per j sufficientemente grande esistono diffeomor-
fismi armonici Fj da HB in M con le seguenti proprieta`:
1. L’immagine di Fj e` un dominio compatto MB(tj) di (M, g(tj)) il cui
bordo e` un’unione disgiunta di tori di area B e curvatura media co-
stante.
2. Fj manda vettori ortogonali al bordo di HB in vettori ortogonali al
bordo di MB(tj).
Inoltre per il teorema 9.3 di [9], ogni diffeomorfismo Fj si puo` prolungare
a una mappa F tj di classe C
∞ da HB × [tj, tj + ωj] a M tale che per ogni
t ∈ [tj, tj + ωj] F tj e` un diffeomorfismo armonico da HB a (M, gt) con le
proprieta` elencate sopra.
Infine, in [9], paragrafo 10, Hamilton dimostra che esiste un j tale che si
puo` prendere ωj = ∞. La coppia (HB, F tj ) viene chiamata pezzo iperbolico
persistente di M .
Se il numero di cuspidi del pezzo iperbolico persistente diM e` 0, allora H
e` compatta, quindi M e` diffeomorfa a H e ammette una metrica iperbolica.
Questo costituisce il caso H.
Se il raggio d’iniettivita` non converge uniformemente a 0 in M \ F tj (HB)
allora e` possibile iterare il procedimento e individuare altri pezzi iperbolici
persistenti di M . Poiche´ M e` compatta questo procedimento verra` fatto un
numero finito di volte: al termine, M sara` stata decomposta come unione
di componenti iperboliche piu` una parte in cui il raggio d’iniettivita` di g(t)
tende a 0.
Poiche´ la curvatura e` limitata indipendentemente dal tempo, per i teoremi
di Cheeger-Gromov la parte diM in cui la curvatura collassa e` dotata di una
F -struttura, quindi e` decomponibile in sottovarieta` geometriche.
Nel prossimo paragrafo verra` presentata la dimostrazione che le compo-
nenti di bordo dei pezzi iperbolici persistenti di M sono incompressibili: da
questo risultato segue che la decomposizione diM cos`ı costruita e` stata fatta
tagliando la varieta` lungo tori incompressibili, e quindi, poiche´ i pezzi otte-
nuti sono o iperbolici o grafici, la congettura di geometrizzazione per M e`
vera.
4.3 Incompressibilita`
Sia ora (HB, F tj ) un pezzo iperbolico persistente di M , B minore di ε20 e
T (t, B) l’immagine di una fissata componente del bordo di HB, che per
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costruzione ha curvatura media costante ed e` topologicamente un toro.
Per la regolarita` di F tj , T (t, B) e` funzione C∞ di t e B: in particolare la
sua classe di omotopia (come mappa dal toro standard S1 × S1 in M) non
dipende da t.
Inoltre, fissato un intorno compatto K di HB, per t sufficientemente gran-
de F tj puo` essere esteso a K, ed esiste un intorno U di T (t, B) contenuto
definitivamente nell’immagine di K. Poiche´, nel limite per t che tende a ∞,
F tj converge a un’isometria tra H eM uniformemente su K, allora la velocita`
di T (t, B) tende a 0 e le curvature sezionali di gt convergono uniformemente
a −1 su U . Inoltre, poiche´ HB e` strettamente concava allora la sua immagine
e` definitivamente concava rispetto alla metrica gt di M .
Per brevita`, dove non necessari verranno sottintesi i parametri t e B.
Definizione: Siano HCB(t) il complementare della parte interna di F tj (HB),
φ˜ : pi1(T ) → pi1(M) l’omomorfismo indotto dall’inclusione di T in M e
φ : pi1(T )→ pi1(HCB) l’omomorfismo indotto dall’inclusione di T in HCB.
Lemma 4.4 Se φ e` iniettivo allora φ˜ e` iniettivo.
Dimostrazione: Poiche´ T e` una componente di bordo periferica della va-
rieta` iperbolica HB, l’inclusione induce un omomorfismo di gruppi fonda-
mentali che e` iniettivo. Allora, poiche´ F tj e` un omeomorfismo di HB con la
sua immagine, se φ e` iniettivo per il teorema di Van Kampen anche φ˜ deve
essere iniettivo. 
Richiamiamo allora un risultato di W. H. Meeks e S.-T. Yau [12]:
Teorema 4.5 Sia N una varieta` compatta connessa convessa di dimensione
3. Sia S l’unione disgiunta di alcune componenti di ∂N . Sia K il nucleo
della mappa i∗ : pi1(S)→ pi1(N), dove i e` l’inclusione, e si supponga K non
banale. Allora:
1. Esiste un numero finito di mappe lisce conformi f1, · · · , fk dal disco
unitario standard D2 in N tali che:
(a) f1 ha area minima tra tutte le mappe regolari da D
2 in N il cui
bordo σ1 rappresenta un elemento non banale in K.
(b) Per ogni i, fi ha area minima tra tutte le mappe da D
2 in N il
cui bordo σi non appartiene al piu` piccolo sottogruppo normale di
pi1(S) contenente [σ1], · · · , [σi−1].
(c) I dischi fi(D
2) sono ortogonali a ∂M lungo il bordo σi.
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(d) K e` il piu` piccolo sottogruppo normale di pi1(S) contenente [σ1],
· · · , [σk].
2. Ogni insieme di mappe conformi f1, · · · , fk che soddisfano le proprieta`
(a) e (b) e` costituito da embedding le cui immagini sono a due a due
disgiunte.
3. Se g1, · · · , gl e` un altro insieme di mappe conformi che soddisfano (a)
e (b), allora ogni due mappe nell’insieme f1, · · · , fk, g1, · · · , gl sono
uguali a meno di riparametrizzazione conforme oppure hanno immagini
disgiunte.
Corollario 4.6 Se T (t, B) non e` incompressibile in M allora esiste un disco
liscio Dt(B), embedded in HCB, che ha area minima tra tutte le mappe conti-
nue da D2 in HCB il cui bordo sia omotopicamente non banale in T ; inoltre
il bordo di Dt(B) e` un generatore di Ker(φ) in pi1(T ) e T (t, B) e Dt(B) si
intersecano ortogonalmente.
Dimostrazione: Per il lemma, se φ˜ non e` iniettivo allora φ non lo e`. Si
applichi il teorema precedente con N uguale alla componente connessa di
HCB che contiene T e S uguale a T : poiche´ il gruppo fondamentale di T e`
Z× Z, che e` abeliano, e non possono esistere in T due curve semplici chiuse
non omotope che non si intersecano, si deduce che, seguendo la notazione
dell’enunciato del teorema, k = 1 e il nucleo di φ e` generato dalla classe di
equivalenza di σ1. 
La dimostrazione procede per assurdo: d’ora in poi si suppone che T (t, B)
non e` incompressibile in M .
Definizione: Sia At(B) l’area di Dt(B) rispetto alla metrica gt. Sia Lt(B)
la lunghezza del bordo di Dt(B) rispetto alla metrica gt.
La dimostrazione dell’incompressibilita` di T passera` attraverso una stima
della derivata temporale di At. Per avere questa stima verranno costruiti altri
dischi D′s, con s ∈ (t, t + ²), contenuti in HCB(s) e con il bordo omotopo al
∂Ds in T (s).
Se u : D2 ⊂ R2 → M e` un embedding che rappresenta Dt, si estenda
u a un intorno di D2 in modo da rimanere un embedding liscio. Se s e`
sufficientemente vicino a t, per trasversalita` la controimmagine secondo u di
T (s) e` una curva semplice chiusa: allora si definisce D′s come la restrizione
di u alla parte di piano limitata racchiusa da questa curva.
Per costruzione, D′t = Dt e per il teorema delle funzioni implicite il bordo
di D′s e` funzione differenziabile di s: quindi il bordo di D
′
s e` omotopo al bordo
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di Dt. Indicando con A
′
s l’area di D
′
s, per la minimalita` dei dischi Ds deve
essere As ≤ A′s. Ma poiche´ At = A′t,
lim sup
s→t+
As − At
s− t ≤ lim sups→t+
A′s − A′t
s− t =
dA′s
ds
(t) (4.1)
Teorema 4.7 Con la notazione appena introdotta, per ogni δ > 0 esiste T
tale che
dA′s
ds
(t) ≤ (1 + 2δ)Lt − (1− 7δ)At − 2pi ∀t ≥ T
Dimostrazione: Applicando il lemma 2.2 alla famiglia D′s si ottiene che
dA′s
ds
(t) =
∫
Dt
∂das
∂s
(t) +
∫
∂Dt
〈V, ν〉g(t) dst
Sia P un punto di Dt e (x1, x2, x3) un sistema di coordinate locali orto-
normale in P tale che ∂
∂x1
e ∂
∂x2
sono tangenti a Dt. Allora poiche´
∂
∂t
gij =
2
3
rgij − 2Rij
e nel punto P
da(s) =
√
det g(s) dx1 ∧ dx2, gij(t) = δij
allora
∂
∂t
da(t) =
g′11 + g
′
22
2
da =
=
(
2
3
r − (R11 +R22)
)
da =
=
(
2
3
r − 1
2
R−R1212
)
da
Applicando il teorema di Gauss-Bonnet alla superficie Dt e usando il
fatto che il determinante della seconda forma fondamentale di una superficie
minima e` minore o uguale a 0, risulta che la curvatura gaussiana di Dt e`
minore o uguale a R1212 e quindi∫
Dt
R1212 da ≥
∫
Dt
KGauss da = 2pi −
∫
∂Dt
k ds
dove k e` la curvatura geodetica del bordo di Dt rispetto a Dt. Dunque
dA′s
ds
(t) ≤ 2
3
rAt − 1
2
∫
Dt
R da+
∫
∂Dt
(k + 〈V, ν〉) ds− 2pi
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Poiche´ siamo nelle ipotesi di flusso di Ricci con limite a curvatura nega-
tiva, il minimo di R sulla varieta` tende a −6 per t→∞, e lo stesso fa la sua
media r, pertanto per ogni δ > 0 esiste un T tale che
r ≤ 6 (−1 + δ) e min
M
R ≥ 6 (−1− δ) ∀t ≥ T
dunque
2
3
rAt − 1
2
∫
Dt
R da ≤ (−4 + 4δ + 3 + 3δ)At = − (1− 7δ)At
Poiche´ il disco e il toro sono ortogonali, k e` uguale al valore della secon-
da forma fondamentale del toro calcolata sul vettore di lunghezza unitaria
tangente alla curva; inoltre poiche´ la metrica di M tende, uniformemente su
T , alla metrica iperbolica, prendendo t sufficientemente grande la seconda
forma fondamentale del toro puo` essere resa arbitrariamente vicina a quella
di una componente di bordo di una varieta` iperbolica, che e` identicamente
1. La velocita` con cui si muove T invece tende a 0 per t → ∞, quindi per
ogni δ > 0, a patto di prendere t sufficientemente grande, vale la stima∫
∂Dt
(k + 〈V, ν〉) ds ≤ (1 + 2δ)Lt

Se la lunghezza della curva di intersezione e` limitata, definitivamente,
dall’area del disco, allora si ottiene una stima diretta sull’area del disco
ausiliario:
Corollario 4.8 Per ogni η > 0 esiste T tale che se t¯ ≥ T e At¯ > (1 + η)Lt¯
allora
dA′s
ds
(t¯) < −2pi
Dimostrazione: In questo caso, il teorema implica che ∀δ > 0 esiste T tale
che
dA′s
ds
(t) < (9δ + 7ηδ − η)L− 2pi ∀t ≥ T
ed e` sufficiente prendere
δ =
η
9 + 7η
per avere la tesi. 
Per continuare, fissato un t si costruisce un sistema di coordinate su un
sottoinsieme di HCB, che verranno chiamate coordinate quasi iperboliche: uti-
lizzando il fatto che esiste un intorno di T in HCB diffeomorfo al prodotto di
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T per un intervallo di R, si scelgono su T coordinate x e y definite da un
rivestimento pi : R2 → T i cui automorfismi sono traslazioni nelle variabili x
e y e l’area di una cella fondamentale ha misura 1; fissato poi ζ = B−1/2, si
definisce la coordinata z uguale a ζ su T , e poi si estendono queste coordinate
lungo le curve che secondo g(t) sono geodetiche uscenti da HB in direzione
ortogonale a T , imponendo che la metrica indotta da M su queste geodeti-
che valga ds = dz/z. La scelta del parametro ζ e` stata fatta in modo che
l’area della sezione, fatta ad altezza ζ, di una cuspide in H3 definita dagli
automorfismi di pi sia uguale all’area di T (t, B).
Lemma 4.9 Per ogni ζ∗ ≥ ζ esiste un T tale che per ogni t ≥ T le coordinate
quasi geodetiche sono ben definite per ζ ≤ z ≤ ζ∗.
Dimostrazione: Se K e` un compatto di H che contiene tutti i punti che
hanno distanza minore di
r =
∫ ζ∗+ε
ζ
dz
z
da HB, e T e` tale che per ogni t ≥ T , su K, la differenza tra la metrica
iperbolica e il pull-back di g(t) sia minore di ε/r, allora l’immagine secondo
F tj di K contiene il supporto dei segmenti di geodetica lungo i quali viene
estesa la parametrizzazione. 
Nelle coordinate quasi iperboliche la metrica ha componenti
g =
1
z2
 gxx gxy 0gxy gyy 0
0 0 1

e poiche´ F tj |K
∗
(gt) converge uniformemente, con tutte le sue derivate, alla
metrica iperbolica, prendendo t abbastanza grande si possono rendere gxx e
gyy arbitrariamente vicini a 1, gxy vicino a 0, e le derivate di g arbitrariamente
piccole, in tutto l’insieme parametrizzato dalle coordinate quasi iperboliche.
Definizione 4.10 Usando le coordinate quasi iperboliche costruite sopra, si
danno le seguenti definizioni:
T (w) = {(x, y, z) | z = w}
γ(w) = Dt ∩ T (w)
L(w) = lunghezzza di γ(w)
I(w) =
∫ w
ζ
L(z)
z
dz
A(w) = area di {(x, y, z) ∈ Dt | ζ ≤ z ≤ w}
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La definizione di L e` giustificata dal fatto che per quasi ogni w ∈ [ζ, ζ∗]
γ(w) e` un’unione finita di curve semplici chiuse embedded in M . Inoltre
almeno una delle componenti di γ(w) e` omotopa a ∂Dt. Si osservi inoltre
che A(z) ≥ I(z).
Teorema 4.11 Per ogni ε > 0 e per ogni ζ∗ esiste un T tale che le coordinate
quasi iperboliche sono definite per ζ ≤ z ≤ ζ∗ quando t ≥ T , e la funzione
J : [ζ, ζ∗]→ R data da
J(z) =
z1+ε
z − ζ I(z)
e` monotona crescente in z per ogni t ≥ T .
Dimostrazione: Per t e z fissati, sia γ˜ una componente di γ(z) omotopa
a ∂Dt. Questa curva racchiude un disco D
′ contenuto in Dt e che si puo`
supporre non intersecante la regione di M compresa tra T (ζ) e T (z).
Aggiungendo a D′ la superficie ottenuta con la traslazione, in coordinate
quasi iperboliche, di γ˜ tra z e ζ, si ottiene un disco D˜ il cui bordo e` contenuto
in T ed e` omotopo a ∂Dt, quindi di area maggiore di Dt.
Sia L˜(w) la lunghezza della curva γ˜ traslata alla coordinata w compresa
tra ζ e z: allora L˜(z) ≤ L(z), e, poiche´ la metrica puo` essere resa vicina
alla metrica iperbolica, per ogni curva liscia c in T , per ogni ε > 0 e per
ogni ζ∗, esiste T tale che, detta ds la metrica euclidea su T (indotta dalla
parametrizzazione iperbolica) e dσ(w) la restrizione a T (w) della metrica
g(t) di M ,
(1− ε)‖c‖ = (1− ε)
∫
c
ds ≤ w
∫
c
dσ(w) ≤ (1 + ε)‖c‖
e ∣∣∣∣ ddw
(
w
∫
c
dσ(w)
)∣∣∣∣ ≤ ε‖c‖
per ogni t ≥ T e ogni w compreso tra ζ e ζ∗. Allora vale la stima∣∣∣zL˜(z)− wL˜(w)∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ z
w
d
dξ
(
ξ
∫
γ˜
dσ(ξ)
)
dξ
∣∣∣∣ ≤
≤ (z − w) ε‖γ˜‖ ≤ ε
1− ε(z − w)zL˜(z)
che dice (sostituendo ε a ε
1−ε e usando il fatto che L˜(z) ≤ L(z)) che
L˜(w) ≤ z
w
L(z) (1 + ε(z − w)) ∀t ≥ T
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Prendendo, per ogni ε′ > 0, ε = 2ε′/ζ∗,
1 + ε(z − w) = 1 + 2ε
′(z − w)
ζ∗
≤ 1 + 2ε
′(z − w)
w
da cui
L˜(w) ≤ z
w
L(z)
(
1 +
2ε′(z − w)
w
)
∀t ≥ T
Poiche´ l’area di D˜ e` maggiore di quella diDt, e la parte di D˜ non compresa
tra T (ζ) e T (z) e` contenuta in Dt, allora l’area della parte di D˜ ottenuta
dalla traslazione di γ˜ deve essere maggiore di A(z). In definitiva
I(z) ≤ A(z) ≤
∫ z
ζ
L˜(w)
w
dw ≤ zL(z)
∫ z
ζ
1 + ε(z − w)
w2
=
= zL(z)
∫ z
ζ
(
1 + εz
w2
− ε
w
)
< zL(z)(1 + εz)
(
1
ζ
− 1
z
)
=
=
z − ζ
ζ
(1 + εz)L(z)
Usando la disuguaglianza 1
1+x
≥ 1− x, si puo` scrivere
L(z) > I(z)
ζ
z − ζ (1− εz)
e quindi
d
dz
I(z) =
L(z)
z
>
ζ(1− εz)
z(z − ζ) I(z)
che implica che
d
dz
log
(
z1+εI(z)
z − ζ
)
> 0

Corollario 4.12 Per ogni ε > 0 e ogni ζ∗ esiste T tale che
z1+ε
z − ζ A(z) ≥ J(z) ≥ ζ
εL(ζ) ∀t ≥ T ∀ζ ≤ z ≤ ζ∗
Dimostrazione: L’ultimo membro di questa disuguaglianza e` il limite di
J(z) per z → ζ. 
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Corollario 4.13 Per ogni δ > 0 e ogni z esistono ζ# > z e T tali che
L(ζ) < (1 + δ)A(ζ#) ∀t ≥ T
Dimostrazione: Dato δ, scelgo ζ∗ e ε tali che
ζ# > z e
ζ∗
ζ∗ − ζ < 1 +
δ
3(
ζ∗
ζ
)ε
< 1 +
δ
3
Allora, per il corollario precedente, posso trovare un T tale che per ogni t ≥ T
L(ζ) ≤ ζ
∗1+εA(ζ∗)
ζε(ζ∗ − ζ)
Scegliendo ζ# = ζ
∗, ho la tesi. 
Grazie a queste disuguaglianze si ricava il seguente lemma, che da` una
stima complementare a quella del corollario 4.8:
Lemma 4.14 Se per ogni η > 0 esiste T tale che per ogni t ≥ T ,
At ≤ (1 + η)L(ζ)
allora per ogni δ > 0 esiste r > 1 tale che, per ogni ζ∗ e ζ# tali che ζ# ≥ rζ
e ζ∗ ≥ rζ#, esistono z compreso tra ζ# e ζ∗ e T tali che γ(z) e` liscia e
L(z)
z
< (1 + δ)
L(ζ)
ζ∗
∀t ≥ T
Dimostrazione: Poiche´ γ(z) e` liscia per quasi ogni z compreso tra ζ# e ζ
∗,
allora se X e` l’estremo inferiore essenziale di L(z)/z al variare di z in [ζ#, ζ
∗]
vale
(ζ∗ − ζ#)X ≤
∫ ζ∗
ζ#
L(w)
w
dw < I(ζ∗) ≤ A(ζ∗) ≤ At
Allora per ogni δ > 0 mi basta trovare una coppia (η, r) con η > 0 tale che
1 + η
1− 1
r
< 1 + δ
e, scegliendo ζ# e ζ
∗ come nell’enunciato e T tale che At ≤ (1 + η)L(ζ) se
t ≥ T ,
X <
1 + η
ζ∗ − ζ#L(ζ) ≤
1 + η
ζ∗(1− 1
r
)
L(ζ) < (1 + δ)
L(ζ)
ζ∗
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
Ci sono ora tutti gli elementi per costruire un disco Dˆ che ci permetta
di ottenere una stima sull’area di D′s; per fare i calcoli si utilizzera` la me-
trica ausiliaria, definita nella regione parametrizzata dalle coordinate quasi
iperboliche, il cui tensore metrico g0 ha componenti
(g0)ij =
1
z2
δij
Le curvature sezionali associate a g0 sono costanti e uguali a −1, inoltre su
ogni superficie T (z) questa metrica induce una struttura piatta.
Fissato z che realizzi la disuguaglianza del lemma 4.14, e γ˜(z) una com-
ponente di γ(z) omotopa a γ(ζ), sia cˆ una curva, omotopa a γ˜(z) in T (z), che
sia un cerchio geodetico rispetto a g0; allora Dˆ e` l’unione di 3 parti, incollate
lungo γ˜(z) e lungo cˆ:
1. Dˆ1 e` il sottoinsieme di Dt racchiuso dal laccio γ˜(z).
2. Dˆ2 e` la regione attraversata dalla deformazione, in T (z), di γ˜(z) in cˆ;
la deformazione viene scelta in modo che l’area di questa regione sia
sufficientemente piccola.
3. Dˆ3 e` la regione spazzata dalla traslazione, effettuata parallelamente alle
coordinate quasi iperboliche, di cˆ da T (z) a T (ζ).
Il bordo di Dˆ sara` dunque una curva, omotopa al bordo di Dt, che nella
metrica g0 e` una geodetica di lunghezza minima: quindi la sua lunghezza
secondo g0 non dipende che dalla classe di omotopia di ∂Dt e dal parametro
ζ, e in particolare esiste una costante G tale che la lunghezza di ∂Dˆ vale
G/ζ.
Per ogni ζ∗ e δ > 0, sia T tale che per ogni t ≥ T le metriche gt e g0
differiscano per meno di un fattore 1+ δ nella regione con parametrizzazione
quasi iperbolica: allora la lunghezza di γ˜ secondo g0 e` minore di (1+ δ)L˜(z).
Per il lemma 2.3, esiste un’omotopia tra γ˜ e cˆ contenuta in una regione che
segondo g0 ha area minore di
(1 + δ)L˜(z)
G
z
e quindi l’area, secondo gt, di Dˆ2 e` minore di
(1 + δ)3
GL˜(z)
z
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D’altra parte l’area, secondo g0, di Dˆ3 e` (1/ζ−1/z)G < G/ζ, e il passaggio
alla metrica di M introduce al piu` un fattore (1 + δ)2: di conseguenza il
contributo all’area di Dˆ dato dalla traslazione e dall’omotopia vale meno di
(1 + δ)2G
(
(1 + δ)
L˜(z)
z
+
1
ζ
)
< (1 + δ)3G
(
L(z)
z
+
1
ζ
)
che per il lemma 4.14 e` minore di
(1 + δ)3G
(
(1 + δ)
L(ζ)
ζ∗
+
1
ζ
)
Inoltre si osservi che, per la minimalita` di Dt, l’area di Dˆ2 ∪ Dˆ3 e` maggiore
o uguale all’area A(z) della parte di Dt avente la terza coordinata compresa
tra ζ e z.
Ora, fissato δ > 0, si scelga r dal lemma 4.14 e ζ# dal corollario 4.13
(con z = rζ nell’enunciato) in modo che per ogni ζ∗ ≥ rζ# si possa trovare
z compreso tra ζ# e ζ
∗ che soddisfi l’ultima equazione, e dunque, prendendo
T sufficientemente grande,
L(ζ) ≤ (1 + δ)A(ζ#) ≤ (1 + δ)A(z) < (1 + δ)5G
(
L(ζ)
ζ∗
+
1
ζ
)
∀t ≥ T
Scegliendo ζ∗ in modo che GL(ζ) < δζ∗ si arriva alla conclusione che, fissato
B e quindi ζ, per ogni δ > 0 esiste un T tale che
L(ζ) < (1 + δ)5
(
δ +
G
ζ
)
Dunque, per ogni δ > 0, scegliendo B abbastanza piccolo perche´ G/ζ < δ,
esiste un T tale che
L(ζ) < 2δ(1 + δ)5 ∀t ≥ T
Ricordando il risultato del teorema 4.7 per cui per ogni δ > 0 esiste T
tale che
dA′s
ds
(t) ≤ (1 + 2δ)L− (1− 7δ)At − 2pi < (1 + 2δ)L− 2pi ∀t ≥ T
e utilizzando il corollario 4.8 insieme alle conseguenze del lemma 4.14 riporta-
te qui sopra, si conclude che per ogni δ > 0 esistono B e T tali che, troncando
il pezzo iperbolico di M con tori di area B e prendendo t ≥ T ,
dA′s
ds
(t) < 2δ(1 + δ)5(1 + 2δ)− 2pi
Dalla disuguaglianza (4.1) si deduce il seguente
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Teorema 4.15 Per ogni δ > 0 esistono B e T tali che
lim sup
h→0+
At+h(B)− At(B)
h
≤ δ − 2pi ∀t ≥ T (4.2)
Per concludere e` ora sufficiente la semicontinuita` della funzione At:
Teorema 4.16 At(B) e` semicontinua inferiormente in t.
Dimostrazione: Sia tn una successione con limite t0. Per i teoremi classici
sulle superfici minime, i dischi Dtn convergono, a meno di sottosuccessioni, a
un disco D che e` una superficie minima per la metrica g(t0) ed ha area non
maggiore del limite delle aree dei dischi Dtn .
Inoltre, poiche´ per n→∞ le superfici T (tn, B) tendono a T (t0, B) allora
il bordo di D, che e` il limite di ∂Dtn = Dtn∩T (tn, B), e` contenuto in T (t0, B)
ed e` una curva nella stessa classe di omotopia di Dt0 .
Pertanto
At0 = A(Dt0) ≤ A(D) ≤ lim
n→∞
A(Dtn) = lim
n→∞
Atn

I teoremi 4.15 e 4.16 implicano che per t ≥ T
At ≤ AT − (2pi − δ)(t− T )
dunque At diventa nulla in un tempo finito. Questo e` incompatibile con la
non singolarita` del flusso gt, e da` l’assurdo cercato.
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Capitolo 5
Estinzione in tempo finito
5.1 Introduzione
Il programma di Perelman per la congettura di geometrizzazione si basa sulla
rimozione delle eventuali singolarita` che si possono presentare nel flusso di
Ricci su una arbitraria 3-varieta` attraverso chirurgie, cioe` tagliando la varieta`
lungo una 2-sfera e incollando alle due estremita` dei 3-dischi dotati di una
metrica opportuna.
Nell’evoluzione della varieta` si effettuano un numero finito di chirurgie
topologicamente significative, quindi, quando tutte le varieta` ottenute sono
irriducibili, ogni chirurgia consistera` nella modifica della metrica su una re-
gione diffeomorfa a un 3-disco. La geometrizzazione della varieta` viene quindi
effettuata grazie a un argomento basato sul teorema di Hamilton descritto
in precedenza.
Recentemente (vedi [15]) Perelman, per risolvere i problemi legati al com-
portamento della metrica in un intervallo infinito di tempo, ha proposto
un argomento per dimostrare che su alcune 3-varieta` il flusso di Ricci non
puo` essere prolungato arbitrariamente nel tempo, indipendentemente dalle
chirurgie effettuate.
L’idea di Perelman e` di considerare una grandezza, che verra` chiamata
larghezza diM , che e` sempre positiva se la varieta` ha un gruppo di omotopia
diverso dal primo non banale. Poiche´ la larghezza viene misurata costruendo
dei dischi di area minima il cui bordo viene fatto variare in un’opportuna
famiglia di curve, derivando l’area di questi dischi rispetto al tempo si ottiene
una stima sulla derivata della larghezza di M .
Il risultato, riportato in [15], lemma 1.2, e` che la larghezza di M diven-
ta negativa in un tempo finito, indipendentemente dal fatto che vengano
effettuate chirurgie durante l’evoluzione della metrica:
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Definizione: Una varieta` compatta e` detta asferica se ha i gruppi di omo-
topia superiori al primo banali.
Teorema 5.1 Sia M una 3−varieta` compatta, connessa, orientabile e senza
bordo la cui decomposizione in fattori primi non contiene fattori asferici, e
sia g una metrica riemanniana su M . Allora la soluzione del flusso di Ricci
con chirurgia su (M, g) non puo` essere prolungata per un tempo infinito.
Verra` presentata schematicamente la dimostrazione di Perelman di questo
teorema.
Detto ΛM lo spazio dei lacci contrattili in M , l’asfericita` implica che
esiste una classe di omotopia non banale α ∈ [(Sk, x0), (ΛM,M)] per un
k > 0 opportuno. Date α e una metrica riemanniana h su M , la definizione
della larghezza A(α, h) di α e` data come segue:
• Per ogni c ∈ ΛM , A(c, h) e` l’estremo inferiore, al variare di D tra i
dischi lipschitziani contenuti in M e il cui bordo e` c, dell’area, secondo
h, di D.
• Se Γ e` un insieme di lacci inM , A(Γ, h) e` l’estremo superiore di A(c, h)
al variare di c ∈ Γ.
• Finalmente, identificando α con l’insieme di mappe, omotope tra loro,
da Sk in M che la rappresentano e considerando ogni mappa come una
famiglia Γ di lacci, parametrizzata da Sk, A(α, h) e` l’estremo inferiore
di A(Γ, h) al variare di Γ ∈ α.
Se α e` non banale, allora per ogni Γ ∈ α esistono lacci in Γ di lunghezza
maggiore di 2ρ, dove ρ e` il minimo, su M , del raggio d’iniettivita` di h, ed e`
positivo per compattezza; pertanto la larghezza di α e` maggiore di 2ρ.
5.2 Derivata della larghezza
Si ponga su M una metrica g(t) che sia soluzione del flusso di Ricci in un
intervallo di tempo [t1, t2] e si fissi una classe di omotopia α; per ottenere
una stima sulla derivata di A(α, gt), per ogni ε > 0 si consideri un Γ ∈ α
tale che A(Γ, g(t1)) ≤ A(α, g(t1)) + ε e un qualunque laccio c ∈ Γ che sia un
embedding liscio e tale che A(c, g(t1)) ≥ A(Γ, g(t1)) − ε. Sia poi Dc il disco
di area minima al tempo t1 che ha c per bordo.
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Definizione 5.2 Una famiglia c(t) di lacci lisci embedded in (M, g(t)) e` una
soluzione del curve shortening flow se per ogni t, detto Dc(t) il disco di area
minima che ha per bordo c(t) e ∇t la connessione di Levi-Civita indotta da
g(t) su Dc(t), e indicando con c˙(t) il campo di vettori lungo c(t) tangenti a
c(t) e di lunghezza unitaria, c(t) soddisfa l’equazione
∂c(t)
∂t
= ∇tc˙(t)c˙(t)
Se esiste una soluzione regolare del curve shortening flow su M con dato
iniziale c per t = t1, allora per il lemma 2.2
d
dt
A(c(t), gt) =
∫
Dc(t)
∂
∂t
da(t) +
∫
c(t)
−kg
dove la curvatura geodetica kg di c(t) rispetto a Dc(t) e` la lunghezza di ∇tc˙c˙,
con segno positivo se il vettore e` diretto verso l’interno del disco e negativo
altrimenti.
Usando il fatto che dg
dt
= −2Rc ed esprimendo, come si e` fatto nella dimo-
strazione del teorema 4.7, la derivata della forma d’area tramite il tensore di
curvatura, indicando con RmDc(t) la curvatura sezionale del piano tangente
a Dc(t) al tempo t, si ottiene
d
dt
A(c(t), gt) =
∫
Dc(t)
(
−1
2
R(t)−RmDc(t)(t)
)
−
∫
c(t)
kg
e dopo aver sostituito la curvatura gaussiana del disco alla sua curvatura
sezionale tramite l’equazione (2.1), applicando il teorema di Gauss-Bonnet a
Dc(t) si ottiene che
d
dt
A(c(t), gt) ≤ −2pi − 1
2
∫
Dc(t)
R(t)
e quindi, se Rˇ(t) e` il minimo della curvatura scalare di (M, gt),
d
dt
A(c(t), gt) ≤ −2pi − 1
2
Rˇ(t)A(c(t), gt) (5.1)
Se invece il curve shortening flow con dato di partenza c non puo` essere
prolungato fino a t = t2, per ogni ε > 0 e` possibile trovare una soluzione
approssimata del flusso definita in [t1, t2] che, se A(c(t), gt) ≥ ε, realizza la
stima (5.1) a meno di un termine minore di ε ([1] e [15]).
Riassumendo, per ogni ε > 0 esiste una famiglia di lacci dipendente dal
tempo Γ(t) omotopa ad α che realizza il valore di A(α, g(t1)) a meno di ε,
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e tale che ogni curva c ∈ Γ che approssimi sufficientemente A(Γ, g(t1)) deve
soddisfare l’equazione (5.1) a meno di un termine minore di ε. Se ne deduce
che la funzione A(α, gt) soddisfa
d
dt
A(α, gt) ≤ −2pi − 1
2
Rˇ(t)A(α, gt) (5.2)
per t ∈ [t1, t2].
5.3 Stima sul tempo massimo di esistenza
Se la metrica sulla varieta`M si evolve secondo il flusso di Ricci con chirurgia
esiste un istante t0 di tempo a partire dal quale ogni componente connessa
di M e` irriducibile; inoltre, per costruzione (si veda [14]), e` possibile fare in
modo che tutti i diffeomorfismi associati alle chirurgie che avvengono dopo
l’istante t0 siano (1 + ε)-lipschitziani, con ε arbitrariamente piccolo.
Di conseguenza la stima sulla derivata della larghezza di α vale, per t ≥ t0,
anche se il flusso e` singolare; allora deve ancora valere la disuguaglianza (5.2).
Se Rˇ(t0) e` positiva, rimane tale per tutti i tempi perche´ il flusso di Ricci
mantiene la positivita` della curvatura, quindi la derivata di A(α, gt) deve
essere minore di −2pi.
Altrimenti, usando l’equazione per la curvatura scalare determinata dal
flusso di Ricci
∂
∂t
R(t) = 4R(t) + 2‖Rc(t)‖2 ≥ 4R(t) + 2
3
R(t)2
si ottiene, per il minimo Rˇ(t), la stima
dRˇ
dt
≥ 2
3
Rˇ(t)2 =⇒ Rˇ(t) ≥ −3
2
1
t+K
con K = −3
2
Rˇ(t0)
−1 − t0 che, sostituita nella (5.2), implica che la larghezza
A(α, gt) deve diventare nulla prima di
tmax = t0 +
3
−2Rˇ(t0)
(
exp
(
−A(α, g(t0))Rˇ(t0)
3pi
)
− 1
)
.
30
Bibliografia
[1] Altschuler, S. J., Grayson, M. A.: Shortening space curves and flow
through singularities, Journal of Differential Geometry 35 (1992), 283-
298.
[2] , Boileau, M.: Uniformisation en dimension trois, Aste´risque 266 (2000),
137-174.
[3] Cheeger, J., Gromov, M.: Collapsing Riemannian manifolds while
keeping their curvature bounded I, Journal of Differential Geometry
23 (1986), 309-346.
[4] Cheeger, J., Gromov, M.: Collapsing Riemannian manifolds while
keeping their curvature bounded II, Journal of Differential Geometry
32 (1990), 269-298.
[5] Colding, T. H., Minicozzi, W. P. II: Estimates for the extinction time
for the Ricci flow on certain 3-manifolds and a question of Perelman,
arXiv:math.AP/0308090.
[6] DeTurck, D.: Deforming metrics in the direction of their Ricci tensors,
Journal of Differential Geometry 18 (1983), 157-162.
[7] Hamilton, R. S.: Three-manifolds with positive Ricci curvature, Journal
of Differential Geometry 17 (1982), 255-306.
[8] Hamilton, R. S.: A compactness property for solutions of the Ricci flow,
American Journal of Mathematics 117 (1995), 545-572.
[9] Hamilton, R. S.: Non-singular solutions of the Ricci flow on three-
manifolds, Communications in Analysis and Geometry 7 (1999),
695-729.
[10] Hebey, E.: Introduction a` l’analyse non line´aire sur les varie´te´s, Diderot
Editeur, 1997.
31
[11] Lee, J. M.: Riemannian Manifolds, Springer-Verlag.
[12] Meeks, W. H. III, Yau, S.-T.: Topology of three dimensional mani-
folds and the embedding problems in minimal surface theory, Annals
of Mathematics 112 (1980), 441-484.
[13] Meeks, W. H. III, Yau, S.-T.: The classical Plateau problem and the
topology of three-dimensional manifolds, Topology 21 (1982), 409-442.
[14] Perelman, G.: Ricci flow with surgery on three-manifolds,
arXiv:math.DG/0303109.
[15] Perelman, G.: Finite extinction time for the solutions to the Ricci flow
on certain three-manifolds, arXiv:math.DG/0307245.
32
